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1. Introdução
Um robot redundante é um sistema que pode apresentar várias (ou, até, uma
infinidade de) configurações para uma determinada posição do órgão terminal no espaço
cartesiano.
Assim, sob o ponto de vista cinemático, estes mecanismos introduzem  uma grande
versatilidade pois permitem a resolução de tarefas minimizando esforços, evitando
eventuais obstáculos e eliminando singularidades indesejáveis.
Embora estes robots apresentem as vantagens referidas, a utilização destes
mecanismos ainda é pouco frequente. De facto, o controlo destes sistemas envolve




2. Cinemática de um Robot  Planar:
2.1. Cinemática directa do robot 2R (não redundante)
Figura 1: Estrutura de um robot planar 2R
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2.2. Cinemática inversa do robot 2R (não redundante)
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Figura 3: Estrutura de um robot planar redundante kR
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Estes robots são considerados redundantes (Fig 3) já que têm mais do que duas
juntas (n > 2) e pretende-se que executem trajectórias no espaço cartesiano (m = 2).



















li é o comprimento do braço i, ( ) ( )kkikki qqCosCeqqSinS ++=++= ΛΛ ΛΛ 11 .
O modelo cinemático para um robot, deste tipo, pode ser descrito pela seguinte relação:
( )qfx =  (9)
onde q é um vector ( )1×n  das posições nas juntas, x é o vector ( )1×m  das posições do
orgão terminal no espaço cartesiano e f  é a função vectorial que descreve a estrutura
cinemática do robot.
2.4. Cinemática inversa do robot kR (k>2, redundante)
Para uma determinada posição do órgão terminal no espaço operacional ( )tx , a
cinemática inversa do robot tem como objectivo a determinação de um conjunto de
valores de variáveis nas juntas ( )tq  tal que a relação ( )( ) ( )txtqf =  seja verificada. A
resolução da cinemática inversa de posição é, geralmente, uma relação algébrica não
linear e não há uma solução analítica geral. Alguns autores propõem o uso de uma
forma diferencial para se obter os valores das juntas a partir do movimento cartesiano
do orgão terminal.
Assim quando as posições das juntas variam com o tempo, a velocidade do orgão





















, é chamada a matriz Jacobiana da relação f(q), é uma matriz de dimensão

















Então o modelo cinemático inverso pode ser representado a partir de:
( )qqx && J= (12)
pela relação:
( )xqKq &&=  (13)
onde K é uma matriz ( )mn × , “inversa” de J.
Alguns autores propõem o uso da matriz pseudoinversa de Moore-Penrose para a
matriz K, vindo a relação da forma:
( )xqJq && += (14)
onde +J  é a matriz PseudoInversa de Moore-Penrose da matriz J.
À primeira vista esta solução é interessante, tanto mais que a matriz pseudoinversa




Um aspecto importante deste tipo de robots, consiste na possibilidade de se
evitarem as singularidades cinemáticas, que ocorrem quando a matriz J, para certas
soluções ( )tq , tem característica inferior a m. Nestas situações o robot perde a capacidade
de se mover numa determinada direcção, significando isto que a sua “manipulabilidade”
foi reduzida. A medida da “manipulabilidade” de um robot foi  definida por Yoshikawa
como, ( )TJJdetì = .
O índice de manipulabilidade máxima ( )maxµ melhora à medida que o número

















Figura 4: Índice de manipulabilidade máxima ( )maxµ versus a distância radial
22 yxr += para os robots 2R, 3R, 4R e 5R.
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3. Matrizes Inversas Generalizadas
3.1. Definições
Para as matrizes nmA ×ℜ∈  e mnX ×ℜ∈  a fim de definir a matriz inversa
generalizada ( )−A , a matriz inversa generalizada reflexiva ( )−rA  e a matriz pseudoinversa
( )#A  de A  são usadas as relações:
AAXA = (15)
XXAX = (16)
( ) AXAX T = (17)
( ) XAXA T = (18)
As condições (15) a (18) são chamadas as condições de Penrose. Uma matriz inversa
generalizada da matriz nmA ×ℜ∈  é uma matriz mnA=X ×− ℜ∈  que satisfaz a condição
(15). Por outro lado, uma matriz inversa generalizada reflexiva da matriz nmA ×ℜ∈  é
uma matriz mnrA=X
×− ℜ∈  que satisfaz as condições (15) e (16). Por último, uma matriz
pseudoinversa da matriz nmA ×ℜ∈  é uma matriz mn#A=X ×ℜ∈  que satisfaz as
condições (15) a (18). A matriz pseudoinversa é normalmente designada por matriz de
Moore-Penrose.
3.2. Cálculo das matrizes pseudoinversas




3.2.1. Cálculo por decomposição em valores singulares
Se nmA ×ℜ∈ , então AAT  é uma matriz não negativa cujos valores próprios (i.e., as
soluções de ( ) 0=− AAëIdet T ) são números reais não negativos. Sejam os valores
próprios n,,, λλλ Λ21  ( )021 ≥≥≥≥ nλλλ Λ  e faça-se:
( )m,nmin,...,,,iëó ii 21== (19)
Obviamente resulta ( ) 021 ≥≥≥≥ m,nminóóó Λ . Agora a matriz A pode exprimir-se
como o produto de três matrizes
A = UΣVT (20)
( ) mxmm,u,,uuU ℜ∈= Λ21  e ( ) nxnn,v,,vvV ℜ∈= Λ21 (21)





































 Esta decomposição de A oferece um esquema para o cálculo da pseudoinversa.
Quando A é decomposta em valores singulares como em (20) a sua pseudoinversa A#
pode ser representada por:
T## UVÓA = (24)
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3.2.2. Pseudoinversas de matrizes com característica máxima
Quando a matriz nmA ×ℜ∈  admite característica máxima, a respectiva
pseudoinversa é calculada usando a matriz inversa de uma matriz não singular. Assim, o
cálculo da matriz  pseudoinversa será:
i) Se m < n e ( ) mr =A , então
( ) 1−= TT# AAAA (26)
ii) Se m > n e ( ) nr =A , então
( ) TT# AAAA 1−= (27)
Será 1−= AA# , se m = n e ( ) mAr = .
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3.2.3. Algoritmo de Greville
Para o cálculo da pseudoinversa da matriz nmA ×ℜ∈  admita-se que ai e Ai
representam, respectivamente, a coluna i de A e a matriz que consiste nas primeiras i





















































5 Se  i=n,  então  A#=An#  e TERMINA
Se  i<n,  então  i=i+1, vai para 2
(28)
4. Controlo de Trajectórias de Robots Redundantes e Hiper-Redundantes
Nesta secção aplica-se a formulação matemática desenvolvida anteriormente no
controlo de trajectórias de robots planares com três, quatro e cinco graus de liberdade. As
posições das juntas podem ser calculadas através da integração, em relação ao tempo, das
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Figura 5: Diagrama de blocos para cálculo da cinemática inversa usando a pseudoinversa.
Baseado neste algoritmo, a que chamamos “ Closed-Loop Pseudoinverse”  (CLP)
foi analisado o desempenho do controlo de trajectórias para diferentes tipos de robots.
Estudaram-se as trajectórias para o robot 2R (não redundante), 3R (redundante) e para o
4R e 5R (hiper-redundantes) impondo-se ao órgão terminal uma trajectória circular
repetitiva no espaço operacional definida por:
( ) ( )[ ]
























Em todas as experiências, para todos os robots, considerou-se 3321 =++++ kllll Λ ,
kllll ==== Λ321  e dt=0.001s.
4.1. Cinemática de
4.1.1. Robot Não Redundante
Numa primeira experiência considerou-se um robot 2R com uma posição inicial
( ) [ ]T..q pipi 7808900 −= . Os resultados da Figura 6 mostram as posições das juntas para


















Figura 6: Posições das juntas para o robot 2R
Como era esperado, nesta experiência a trajectória das juntas e o índice de
manipulabilidade são repetitivos ao longo do movimento circular em xy.
4.1.2. Robot Redundante
Numa segunda experiência usou-se o robot 3R com uma posição inicial
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Figura 7: Posições das juntas para o robot 3R, usando o método CLP.
Note-se que a manipulabilidade não é óptima durante toda a experiência e que as
trajectórias das juntas exibem mudanças bruscas, o que provoca altas velocidades. Além
disso, vê-se que as trajectórias não são repetitivas, apresentando um comportamento
quase caótico.
Para tentar solucionar esta falta de repetitividade desenvolveu-se um novo
método de optimização, a que chamamos Open-Loop Manipulability, (OLM). Para um
determinado ponto do espaço operacional (x,y), este método consiste em calcular o
ponto no espaço das juntas (q1,q2,....,qn) que maximiza o valor de µ. Atendendo à
simetria da cinemática, para este tipo de robots, µ • apenas depende da distância radial (r)
entre o ponto considerado e a origem das coordenadas. Assim é calculado um conjunto
n−m, de pontos no espaço das juntas que maximizem µ. A partir desses valores e usando
o método dos mínimos quadrados, são calculadas n−m funções polinomiais (ou outras)
que aproximem esses valores.
Uma vez fixadas essas n−m variáveis, as restantes m posições das juntas podem
ser calculadas através do algoritmo normal para o cálculo da cinemática inversa.
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Usando este método (OLM) para o robot 3R e considerando a aproximação
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Figura 8: Posições das juntas para o robot 3R, usando o método OLM
4.1.3. Robots Hiper-Redundantes
Por último consideram-se os robots hiper-redundantes 4R e 5R. Tal como
anteriormente, adoptou-se o método CLP da cinemática inversa.
As posições iniciais, para o robo 4R são: ( ) [ ]T.... pipipipi 3904102809700q −−−= .
















 Figura 9: Posições das juntas para o robot 4R, usando o método CLP
Usando o método OLM e, para as juntas 3 e 4, as aproximações:
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Figura 10: Posições das juntas para o robot 4R, usando o método OL
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Considerando a posição inicial, para o robot 5R,
( ) [ ]T./...q pipipipipi 220   3   260   340   8600 −−−−−=  e aplicando o método CLP,




















Figura 11: Posições das juntas para o robot 5R, usando o método CLP
Usando o método OLM e, para as juntas 3, 4 e 5 do robot 5R, as aproximações:
• 101870640180 233 .r.r.r.q −+−=
• 411040090140 234 .r.r.r.q −−−=
• 311931221260 235 .r.r.r.q −+−=
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Figura 12: Posições das juntas para o robot 5R, usando o método OLM
Em todos os casos observa-se um desempenho sub-óptimo semelhante ao
verificado para o robot 3R. Comparando para os robots 3R, 4R e 5R, as transformadas
de Fourier das velocidades das juntas, para ambos os métodos, CLP e OLM, conclui-se
que o método OLM apresenta, em módulo, valores mais elevados para o harmónico
fundamental ( pi=wo ) e para os seus múltiplos, enquanto o método CLP revela valores
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Figura 18: Espectro da Transf. de Fourier de ( )tq& ,para robot 5R, usando o método OLM
4.2. Dinâmica
Numa segunda fase faremos a análise dinâmica para o mesmo tipo de robots.
A formulação simbólica para a dinâmica inversa de robot- kR planar, pode ser




















































































































onde T são os torques nas juntas, B1 a B5 são condições lógicas, mi é a massa do braço i,  ri
é a distância do eixo do braço até ao centro de massa do braço e g é a celeração da
gravidade.
4.2.1. Robot Redundante
A Fig 19 mostra o resultado dos torques, nas juntas, para um robot 3R, quando se usa o
método CLP. É claro que a dinâmica segue o mesmo tipo de comportamento verificado














Figura 19: Torques nas juntas para robot 3R usando o método CLP.
Por outro lado, Fig 20  mostra o resultado dos torques nas juntas para o robot 3R,
usando o método OLM. Com este método a dinâmica é, de acordo com o esperado,
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Figura 20: Torques nas juntas para robot 3R usando o método OLM.
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4.2.2. Robots Hiper- Redundantes
Para os robots 4R e 5R (hiper-redundantes)  analisaram-se também os torques nas

































































Figura 24: Torques nas juntas para robot 5R usando o método OLM.
Como se pode observar em todas as experiências observaram-se resultados
semelhantes aos revelados pelo robot 3R.
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Podemos então concluir que o método OLM é de simples implementação e que, na
prática, apresenta uma melhor “performance” em relação ao método CLP, nos aspectos
cinemáticos embora o mesmo não seja tão evidente nos aspectos dinâmicos.
5. Análise das Respostas Quase-Caóticas do Método CLP
Como já foi referido as respostas do método CLP têm um comportamento não
repetitivo e imprevisível, o que se pode considerar um comportamento quase caótico.
As Fig. 25-27  e  28-30 mostram o plano de fase das trajectórias e torques das três
juntas (q1, q2, q3) do robot 3R quando controlado usando-se o método CLP.
Pode verificar-se um “ drift” na relação posição/velocidade e é visível que há
pontos que são “evitados”.
Esses pontos são os que correspondem a uma configuração onde os vários  “elos”
estão alinhados o que provoca que o valor do índice de manipulabilidade µ seja muito
baixo.
Esta característica é inerente ao uso da matriz pseudoinversa, já que a mesma
experiência feita usando o método de controlo OLM, não apresenta as mesmas
características.
Com o objectivo de estudar melhor a natureza quase caótica do fenómeno, os
robots cujo comportamento se investiga foram “obrigados” a seguir uma trajectória
circular repetitiva, para várias distâncias radiais do centro (r) e para vários raios, usando os
métodos CLP e OLM.
Os planos de fase das trajectórias das juntas foram analisados e a respectiva










onde N(ε) representa o menor numero de “caixas” bidimensionais de lado ε necessárias
para “cobrir” completamente a superfície S.
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Figura 27: Plano de fase do robot 3R – junta 3,usando o método CLP para r = 1,
dim = 1.63










Figura 29: Plano de fase do robot 3R – torque 2,usando o método CLP para r = 1,
 dim = 1.62
























Figura 31: Dimensão fractal versus a distância radial para os robots 3R, 4R e 5R
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Figura 33: Plano de fase do robot 3R – torques 1, 2 e 3,usando o método OLM para r = 1,
dim = 1.
De acordo com as Figura 25-33, pode concluir-se que:
•
 
Para o método CLP dim ≅ 2, devido ao “ drift” entre posição/velocidade, em
contraste com o observado no método OLM onde dim  ≅ 1.
•
 
dim diminui para  r → 3 onde µmax apresenta valores mais baixos.
•
 
para cada tipo de robots a dim é aproximadamente constante para todas as
juntas.
6. Conclusões
Este artigo apresenta os aspectos fundamentais da teoria das matrizes inversas
generalizadas e a sua aplicação ao controlo de robots redundantes. Assim, foram
analisados vários métodos de cálculo das matrizes inversas generalizadas por forma a
permitir a resolução da cinemática inversa para este tipo de robots. Tendo em conta a
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formulação matemática, estas técnicas foram aplicadas ao controlo de robots
redundantes e hiper-redundantes revelando que tais algoritmos conduzem a
desempenhos sub-óptimos tanto no que respeita ao índice de manipulabilidade como às
velocidades das juntas. Nesta perspectiva, algoritmos que conduzam a desempenhos
superiores são uma área de investigação importante.
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